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ВРАЩАТЕПЪНОЕ ДВИЖЕНИЕ
ОСЕСИММЕТРИЧНОГО Т,ВЕРДОГО ТЕЛА

С БИГАРМОНИЧЕСКОЙ ХДРДКТВГИСТИКОЙ
ВОССТАНАВЛИВ \ЮЩЕГО МОМЕНТА

Рассматривается вращате,льное движение (rcесимметриqною твеFдою TeJra под действием восста-
ЕавJIивающею момента лри наJ!!{чии маJIых Еозмущающих диссип: тиi]ньlх сrOIовых факторов. Вос-
]танавJIивilющий момент, действующий в IuIоскости угла }rутации, r]редставJIяется в виде нечетного

ряда Фурье по этому углу, включающеrc две первые гармоникц с медJIенно изменяющимися под
uIиянием возмущений коэффиllиентами. Производится построение усредненной системы первого
:lриближения с использованием пороr(дающепо решения в эл'rиптических функциях, явJIяющеюся
,асширением известного аналит}lческок) решения дJIя угла нутации в кJIассическом случае Лагранжа
[l]. В прочессе эволюции рассмаlриваемой системы возможно явление пересечения фазовой
граекторией сепаратрисы, исследовавшееся также в [2, 3]. Рассмотрены различные варианты переходов
;ежду бластями фазовой тLпоскости и полуqено условие устойчивости внешнел'i и внутре}шrtх
бластей"

l. Уравнения вращательного движения твердого тела. Согласно теореме об
Iзменении кинетическоI0 момента механической системы динамические
Iравнения движения твердого тела в векторной форме можно записать в виде

сtultlt _ ll"rll*l [IvI + (ll/llol) х 0} ]

Здесь or - вектор угловой скорости, М - вектор главною момента действу-
сщих на теIIо внешних сILTI, ll.rll - тензор инерции теJIа, представленные в
азисе связанной с телом системы координат OXYZ.

В с.пучае динамической симметрии тела (I,= t, = /) векторЕое уравнение
1.1) в проекциях на связаннъ{е оси совместýо с кинематическими уравнениями
бразует систему вида

8'= Ф,соs Q - olrsinq, 9, = Ф,- (ol.sing * Фrcoscp)/tg0

Ф, = (tl, sin <р * оtу соý rp)/sin 0

ц€ lп= (m,,mr,m)=МlI, 0,Ф,9-углн Эliиера, p=r"/r -отношеЕпееречЕою и осевоm момеЕтов инерции.
Бупем предполаrать, что внешний момент может быть предстазлен в виде

уммЕ двух сJIагаемых

lп = lпо ,} smл (1.3)

tпо = (rno (0) cos g, -ио (0) sin g, 0), tшд = (tm6,, Еm^у, Еmе,)

Здесь rn. - вектор восстанавливающепо MoMe}ITa, действующею в IuIоскости
гла нутациЕ, пд * вектор возмущающег0 моментё, 8 

- 
ммый параметр. При

(1.1)

( 1.2)

по-
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отсутствии возмущений (mо = 0) система (1.2) консервативна, а угльл ф и rр

ilвляются циклическими координатами. Обобщенные импульсы, соответствующие
_t,гпм углам, являются первыми интегр;lлами системы и будучи отнесенными к
г{оперечному момеЕту инерции тела, записываются в виде

Л: р0,, G- (to,sin9 + trlycosq) sin 0 + pO,cos 0 ( 1.4)

Прп mо * 0 система (1.2) может не являться консервативной, если часть
в(:}змущающих факторов не относится к гамиJIьтоновым.

Переходя от угловых скоростей к параметрам Л, G, 0', в силу исходной
возмущенной системы (1.2) уравнения движения можно записать в виде

R'= Efпb"l G' : е [(rn-sin {Q * mbrcosg) sin 0 + rt-cos 0]

0"+ (G - Л cos В) (R - Gcos 0)

sin3 0
( 1.5)

R-Gcos0 G-Rcos0q,:Ё+R(р-'-1), U'=Ё
2. Невозмущенное движение в случае бигармонической характеристики

восстанавливающего момента. Предположим, что возмущающий момент отсут-
ствует, а величина восстанавливающею момеЕта следующим образом зависит
от угла нутации

И.(0)=csinO+Dsin20

L+ т

где с, D - постоянные коэффициентш, на знаки которых никаких ограничений
не накладнвается (это означает, что MoMeHT rtl' может быть как опрокидывающим,
так п восстанавливающим). Одной из характерных практических задач,
приводящих к такому сдучаю, явJIяется задача о неуправляемом пространственном
движении тела в атмосфере или иной сопротивляющейся среде.

С учетом (2.1) уравнение мя угла нутации в системе (1.5) является неза-
висимым и имеет вид

0" + л(0) :0
Л(0) = (G - Л cos 0) (R Gcos 0)/sin3 0 Gsin 0 Dsin 20

В невозмущенном движении функция Гами.пьтона мя рассматриваемой кон-
сервативной системш постоянна п равна полной механической энергии,
представляемой в вIце

E-g,2/2+W(0)
}и (0) : 0,5 (G + л2 - zGR cos 0)/sin2 0 + с соý 0 + D cos2 0 :
= 0,5 (о1 + t^li + t'c,l!) + 4 соý 0 + D cos2 0

Вводя новую переменную ll - cos 0, уравнение (2.4) можно
спедующей форме

u,2 : 2 (I u') (Е - аu Ьu') + ZGRt - с - R2 = f (u)

где,f (и) - степенной полином 4-й степени. .Щва из четырех корней полинома
f fu) соответствуют амIшитудным значениям угла нутации: иl = cos O,iliп,

uz : cos 0,.r. оставшиеся два корrrя моryт быть либо действитеrrьными, либо
комIшексно-сопряженными. Возможные вариантш / расположения корней
представлены в таблице: мя l- |-4 все корни действите.пьные, а мя l= 5 корни
действите.тrьные и KoMIUIeKcHыe.

2о

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

преобразовать к

Разделяя перемен
преобразованиЙ мож.

cos 0 : u:
Здесь сп - эJLIIип

завиопределяются в
вариантов

(2.1)

(2.б)
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2

3

4
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ь>0

ь<0

Из, Ц4

це [-m, -1], uц€ [+1, **.]

цз,4€ [-е, -1], uз) uц

шз,4€ [+1, **], шз> u4

шз,4е [-1, +1], шэ) цц

Uз,4: Uзо+ ilS

ш1,2€ [-1, +1]

\) U2

Разделяя переменные в уравнении (2.б) и затем шIтегрируя еr0, после ряда
преобразований можно получить общее решение для угла нутации в виде

соsO=u:L-й
Здесь сп - эJ,Iлиптический косинус Якоби. Параметры L, М, N,

определяются в зависимости от типа корней полиЕома .f (и) по одному
вариаЕтов

(с) четыре действительных корня (m:2):

L= цз, М = Ltr- цз, N= (и, - ur)/(u"- ur)

(u. - u"\ (ч" - u.\
k' = ffi, 9 : [-0,5D (u, - ur) (u, - u)lk

(О два действительных и два комплексных корня (m:1):
2Е (u, ur)

(2.7)

B,k,m
из двух

(2.8)

ц. и,ЕL-ff, lyI:
lI

ft =0,5 [1 _ (/п], Р = 1-2DфИ

Е = [(и, - urо)' + t}УП [(u, - ur)z + i|П (2.9)

Tl = [(и, - urп)' + ,}lИ [(u, - ur)z + *|k

Е: (u, - uзl) (u"- ur) * i
Величина ъ определяется из начмьных ус.повий

(2.10)

Здесь использовано обозначение Л для неполнопо норммьною эJшиптическопо
интеграJIа Лежаlцра первою рода.

3. Построение усредненной системы уравнений возмущенного вращательного
движения. Будем в дальнейшем рассматривать два основных типа возмущающих
факторов: ммые диссипативные моменты и медленное изменение коэффициентов
а лl Ь трuюнометрическопо двуlиена (2.1). В этом сJIучае нутационное движение
тела может быть описано системой вида

z, : sФ" (0, ,) (3. 1)

Здесь z: (Л, G, Е, q) - вектор меменных перемеЕных, Q- вектор допол-
нитgпьных медJIеЕных переменЕых (к их чисlIу моryт относиться, например,
параметры движения центра масс). Предполагается, что зависимости коэффи-
циентов а (q) п D (q) от этих параметров заранее известны. Функция Ф, может

L+M-COSOg1l/,z

@J
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,li;IT,I, rlt,Jl}lit,;i,t rl}iс:я лiiффе"реьrrшроваIlия выражения (2.3l в c,fJJy ьозм]/ riзt:Iioli
,]tcтelvrн ([.,5}, а вкц функциЙ Ф*, Фо цепосредственно вытекает т,lз первнх дlвV]t

}равrrений этой системы. В резу.rrьтате можно получить

tФ* = r?,*, 8Фо = [(rr*sinrp * пцrсоs 9) sin 0 * rп *cos 0]

tФ": в [rn-t'1, * mоrа,+ m^,а"- u (/ио(O,q) ао)/оч,Ф,(0,q)] (3.2)

Пусть компоIIенты возмущающего момента m^в связанной системе координат
пропорционмьны одноименным угловым скоростям

а (q) = Оа (q)/ 0q, U (q) = 0Ь (q)/ aq (3.4)

Примеirив к системе (3.1) оператор усреднения вдоль порождающеrю решения,
можно с учетом (3.4) получить усредненную систему первопо приближения

(.ц (s)) : l i *. (в (0 , z) dt
Т'о -z

Iце Т-мгновенный период
порождаюшеrсl решения (2.9).
следующим образоrя

(cos 0) : L + Mr,; (соý, 0)

щ

(pr + то, &) l'
(j = 1, 2)

Внчис.пить интегрautы (3.9) можно посредством замены вида

т = аm (в, + ъ, ,t), О, = ЁЕ_;fi;rр
где аm - амплитуда Якоби.

В шlучае, когда все корни полинома.f (и) действительные (m:2),
(3.9) пос,пе ряда преобразований можно получить цlя r, rr:

| _ 1 Т а,-J Т'о tl +iFсп-([

колебани}"I угла нутации,
Очевидно, величины (cos 0) и

: L? + ZLMI| + IWrz

(3.3)

(3.5)

(3.б)

(3.7)

С (0 - выражение
(cos2 0) определятся

(3.8)

(3.9)

(3.10)

с учетом

Есrrи полином / (и

uIедующим образом

r|= (1 + r)Ж

trz: (1 + rv) [gl
где К(ft), Е(&),Ш(,
ветственно 1-го, 2-го

4. особенности
равновесия. При Ь <

устойчивое положенu
ШОРТРеТе СИСТеМЫ COt

разбивает фазовую ш
и две внутренних. На:
граничному стучаю l

.ЩвижеЕие по сеп
связи с асимптотичес
параметрическому р(

эtsOлюции системы d
может продолжаться
ДРУЮМ Ре3ОНаНСНОМ ]

нением характера дв:

l|=(1 +Dffi, w=

lz:Lyt(
1+л/

+1)ffi+#ffi-1]
N
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I
I

w(ч)

f (ч)

Фиг. 1

Еqrrи полином / (и) имеет комIuIексные корни, интегрмы
сrrедующим образом

уу,

|Ц,
I

r,, 12 определяются

|ry: 1-лр

.f_ _ (1+ w\ г(I + y)(2&'+ ry) Ч(ч:&) * =р В(&) _ tlJ2-\Д'")L k2+v, K(&)'P+wK(&) 'J

где К (ft), Е (&), П (р, ft) - полные HopIvI:uIbHыe элJIиптические интегрzlлы соот-
ветственно 1-ю, 2-rо и 3-rо рода.4. Особенности движения тела с двумя устойчивыми положениями
равновесия. При D<0, lal >0,5 lal рассматриваемая система может иметь не-

устойчивое положение равfiовесия 0* = аrссоs (-0,5а/Ь), которому на фазовом
портрете системы соответствует седJIовая особая точка (фиг. 1). Сепаратриса
разбивает фазовую Imocкocтb рассматриваемой системы на три области: внешнюю
и две внутренних. Нахождение изображающей точки на сепаратрисе соответствует
граЕЕчному стучаю между типами корней l=4 п /-5 в таблице.

.Щвижение по сепаратрпсе имеет бесконечно большой период колебания в
связи с асимптотическим замемением вблизи седловой точки, что соOтветствует
параметрическому рвонансу 0о = 0. Под действием возмущений в процессе
эволюции системы фазовая траектория начавшись в одной из трех областей
может процолжаться в друюй, пересекая при этом сепаратрису. Как при любом
друюм резонансном явлении, внешне это характеризуется качественным изме-
нением характера движения, в частности разрывом огибающей угла нутации.
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параметром//ПММ.

Самара
Результаты численногtl модеJIирования показывают, что в некоторых случаях

поцадание изображающей точки в ту иJIи иную область определяется начальной
фазой колебания угла нутации (фиг. 2). Так как в усредненных уравIIеЕиях(3.fl присутствуют только медленные параметры, это событие может
рассматриваться как с.пучайное 12, 3]. Однако при определенных условиях
движение всегда продолжается в одной и той же области независимо от фазы
(фиг. 3). Поэтому представляется вах(ным в момент перехода между вариантами
корней 4 и 5 проведеIIие ан€чIиза устойчивости всех трех областей.

Если во внутренней области значение полинома f (d в точке минимума /а
уменьшается, то данная область может рассматриваться как устойчивая. В про-
тивном с;Iучае область является неустойчивой, и ни при каких начмьных
условиях фазовая траектория в нее Ее попадет. Аналогично, внешняя область
будет устоЙчивоЙ, при возрастании величины /* и неустоЙчивоЙ - при ее умень-
шении.

Для соответствующею анaшиза устойчивости областей целесообразно вычис.IIить
полную производную по времени экстремальнок) значения /,*:

f*,:|Ч*,
При постоянных коэффициентах а и Ь

принимает вид

(4.1)

выражение (4.1) с учетом (2.6), (3.б)

(4.2)

Щ,вижение может начинаться как во внешней, так и в любой из внутренних
областей. ЕgIи эта область неустойчива, то фазовая траектория приближается
к сепаратрисе и пересекает ее. Поgrе этоIю движение может происходить только
в устойчивой области, причем еми таких областей две, то попаданIIе в любую
из них опредеJIяется начмьной фазой колебания угла нутации. На фиг. 2 показан
с.пучай, когда внешняя область неустойчива, а обе вЕутренние устойчивы, а на
фиг. 3 - когда устойчива одна из внутренних областей, а вторая внутренняя и
внешняя неустойчивьш.

Таким образом, на основе анмиза устойчивости областей фазовой плоскости
системы (3.1) можно построить :шюритм моделирования вращательного движения
твердоп) теJIа при нzшичии двух устойчивых и промежуточного неустойчлlвого
положений равновесия. Еми считать начЁlльную фазу колебания угла нутации
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l

произвольной, то в сIIучае наJIичия двух устойчивых областей попадание в
каждую из них носит с.пучайный характер. Однако уго не означает, что в данном
сJIучае решеЕием прблемш можеть стать использование полпых уравнений (1.2)
ши (1.5) для моде/Iирования двих(ения тела. ЕcIIи пересечение сепаратрисы
присходIIт вблизи сема, то область продолжения движения булет определяться
вычимительными погрешностями и зависеть например, при прочих равных
усJIовиях от шага иЕтегрирования. Поэтому примеЕение усредненных уравнений
дJIя моделироваЕия вращательнопо движения твердокl TqIIa рассматриваемою
класса может оказаться более предпочтительным, особенно на длительных ин-
тервмах времени.
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