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КАНОНИЧЕСКИЕ ПЕРЕМЕННЫЕ ДЕЙСТВИЕ - УГОЛ
ПРИ ДВИЖЕНИИ ТВЕРДОГО ТЕЛА

ПОД ДЕЙСТВИЕМ БИГЛРМОНИЧЕСКОГО МОМЕНТА

Рассматривается двиr<ение твердого тела, близкого к диЕамически симметрично-
му, относительно цеЕтра масс под действием нутационного момента, имеющего вид
IiечетЕого ряда Фурье по углу нутации с медленно меняющимися во времени коэф-
фициентами, и малого возмущающего момента. ,Щля с.пучая, когда величина нутаци-
онного момента определяется бигармонической зависимостью от угла нутации,

уравнения невозмущенного движения записаны в переменных действие - угол, кото-

рые выраr(ены через полЕые эллиптические интегрaшы. Рассмотрены также все
возможные частные случаи движения, соответствующие различным областям фазо-
вого портрета системы. Установлена связь канонических переменцых действие -
угол с переменпыми Эйлера.

1. Постаповка задачи. Рассмотрим возмущенное дви>кение свободного твердого те-
ла, близкого к динамически симметричному, относительно системы координат, которая
имеет начало в центре масс тела и двих(ется поступательно. Уравнения движения име-
ют вид

р + (р - |)qr = ие(0, z)cos9 + еmlр, Q, r,Ч,0, 9, z)

q + (1 - p)pr = -mа(0, z)sin9 + Emz(p, q, г, V, 0,9,z)

pr = tmз(р, q, г,У,0,9, z)

\И = (psinq + qcos9)/sin0 (1.1)

0 - pcosg-4sinq

Ф = ,- (psintp + 4cosg)/tg0

z = еФ.(0, z)

Здесь динамические уравнениrI Эйлера записаны в проекциrIх на главные оси инер-
ции тела; р, q, r - проекции вектора угловой скорости на эти оси; \и, 0, rр - углы Эйлера
(угол прецессии, угол нутации, угол собственного вращения); z - вектор медленных пе-

ременных (к их числу могут относиться, например, параметры движения центра масс);

lt= ClA - отношение экваториального и осевого моментов инерции тела отцосительно
центра масс; ,1r0 - момент, действующий в плоскости угла нутации, отнесенный к эква-
ториальцому моменту инерции; Еm; (i = l , 2, З) - rrроекции вектора возмущающего мо-
мепта на главЕые оси инерции тела, отнесенные к экваториальному моменту инерции;
t - малый параметр, характеризующий величину возмущений.

Щвижение твердого тела под действием нутациоцного момента mr(O, z), который
имеет вид нечетного ряда Фурье по углу нутации с медленно меняющимися во времени
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коэффициентами, и малого возмущающего момента еr?? можно определить как дви>ке-
ние твердого тела в обобщеrrном случае Пагранжа.

Прие=O,rz6(0)=0имеетместодвюкениетвердоготелавсJIr{аеЭйлера,аtlри€=0,
и9(0)=сsiп(O)иа>O(а=сопst)имеетместодвижениетяжепоготвердоготелавсJIу-
чае Лагранжа в классической постановке [1], В [2] рассматриваются возмущенные дви-
жеция твердого тела близкие к кJIассическому случаю Лагранжа. На основе анаJIиза
структуры уравнений дви>кения, описывающих изменение интегралов невозмущецного
дви)<ения, оцределяются условия, при которых возмоr<но усреднение по одной быст-
рой переменной - углу нутации. Эти условия формулируются в виде требований к ха-

рактеру функциональной зависимости проекций вцешнего момента на связанные оси
от углов Эйлера. Усредненнr,Iе уравнениrI записываются для корней специального ха-

рактеристического полинома, являющихся Ntедленными переменными и с их помощью
исследуется дви>кецие твердого тела при действии возмущений типа линейно-диссипа-
тивного MoN{eHTa. В [3] исследуются резонансные реr<имы движения, вызванные нали-
чием малой инерционно-массовой асимметрией тепа. Щвижение рассматривается как
двухчастотное, с перемеIIными частотами колебаний по углу нутации и углу собствен-
ного вращения.,Щля случая дви>кения тела под действием нутационного момента бллtз-
кого к синусоидальному выписаны усредненные уравнения дви>кениrI, найдены необхо-
димые и достаточные усJIовия устойчивости резонаЕсного дви>кения. В [4] Irри анало-
гичной постановке задачи дана оценка вероятности захвата в резонацс.

,Щпя ряда практических задач, например, для задачи о входе неуправляемого твер-
дого тепа в атмосферу планеты [5, 6], характерен случай, когда величина нутацион-
ного момента определяется бигармонической зависимостью от угла нутации

mа(0, z) = a(z) sin 0 + Ь(r.) sin 20 ( 1.2)

где a(z), b(z) - медленно меняющиеся коэффициенты, на знаки которых никаких огра-
ци.rений не накJIадывается. !,ля данного сJIучая в [5] найдены общие решения для уг-
лов Эйлера в невозмущенном движеции, получеЕы усредненные уравнения возмущен-
ного дви;кения, обусловленцого медленным цзмецецием нутационного момента и дейст-
вием м€lJIых моментов диссипативных сил. В [6] получены аналитические формулы для
интеграла действия, Iлсследованы переходные рех<имы возмущенного движеция, вы-
званные медленным изменением во времени бигармонического нутациоцного момента.

При исследовании движения твердого тела методами теории возмущений весьма
эффективным оказывается использование переменных действие - угол. Щвижение
твердого тела в случае Эйлера в канонических переменных действие - угол описано
в [7]. В [8,9] в переменных действие - угол записаны уравнения движения твердого
тела в классическом случае Лагран:r<а. В данной работе в переменных действие -
угол описывается движение твердого тела под действием бигармонического нутаци-
онцого момента.

2. Каrrоншческие перемеrrные лействие - угол. Рассмотрим невозмущенное движе-
Irие твердого тела (е = 0, z = const) под действием бигармонического момента (1.2).

В качестве исходных канонических переменных выберем переменные Эйлера. Углы
Эйлера ч, 0, 9 будем рассматривать как обобщенные координаты. Тогда обобщенные
импульсыру, рв, р9 определяются соотношениями [10]:

pry = A(psing+4cosg)sin0+Crcos0 = const

рв = А(р cos tp - 4 sin g)

Pq=Cr=const
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рассматриваемой невозмущенной системы постоянна
энергии

222
Ц*_Оfо- #- д@соs0 + bcos201 = h

Введем переменные действие - угол Iu w; (i = 1,2,3). Переменные ry, q являются
цикпическими переменными и для соответствующих им переменных действия имеем

', = *ýordly = р,у, t, = *ýp*dg = р,р

Переменную действия 12, соответствующую

- lfI1 = 2nIngae

углу нутациио вычислим по формуле

(2. 1)

(2.з)

(2.4)

(2.2)

угла нутации 0.
этом сделаем замену пере-

в которой интеграл берется за полный период изменения
Импульс ро определим из интеграла энергии (2. 1), гrри

менньlх u = cosO, тогда интеграл (2.2) принимает вид

u-)

I,= -li@auL пJ 7-u
uI

f (u) - й2 = zдzьuО *2д2оu'-(2д2ь+2дh+(l -р-') Itr)"'-

-2(Д' о - I rIз)u + (2Дh - I1- р''Зl
где иl = coso-in, и2 = CoýO-u* (при плоском вращении ut = l, цz= -|', при плоских колеба-
ниrD( относительно 0 = 0: иt = |,и2= cos0r*, относительно 0 = п: и1 = coýO.in, uz=-|).

Интеграл (2.3) относится к классу эллиптических интегралов и, следовательно,
приводится к сумме элементарных функций и трех нормальных эллиптических ин-
тегралов [l1]. Результат интегрирования зависит от типа корней полинома четвер-
той степени f(u). Дtlя реализации реального физического процесса два из четырех
корней многочлена (2.4) должны соответствовать предельным значениям угJIа нута-
цицu|=соSO.iп,и2=соSO.ч",приэтом[u2,u]е [-1,+1].Оставшиеся[вакорняиз,и4
в зависимости от соотношения величин h, а, Ь,1, и 1, могут быть либо действитель-
ными, либо комплексно-сопряженными. Введем следующее правило нумерации
этих корней. Щействительцые корни: приЬ < 0- uз > u4,при Ь > 0- uзlu4. Комплекс-
но-сопря)кенные корпи| из,4= uз,ц* iw.

Приведение интеграла (2.3) к нормальным эллиптическим осуществляется посред-
ством преобразования u = и(y), отобрах<ающего интервал интегрирования [uу u2J

в соответствующий интервал действительного аргумента у[0, пl2].Впд преобразова-
нияll= и(у) зависит от типа и сочетания корней, а так)<е от знака старшего коэффи-
циента Ь полинома/(и) t1 1].

,Щля случая, когда все четыре корня действительные, преобразование при условии
принятого выше правила нумерации корней может быть представлена в общем виде

uz(ut - из) - uз(ut - чr)siпzу
(2.5)
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v = (uz- uз), d1,2 = 0.5(1з Т I r)', П1,2 = (uz- u)(|
\r,, = l/(lTur), Vl,2 = l/(lTur)

где K(k), E(k), П(п, k) - полные эллиптические
эллиптических интегралов.

Если имеют место два действителъных и двато, исполъзуя преобразование

а все корни действительные, имеем

чП (п, k)) -

(2.6)

fu= uз

Т uз)/(ut - из)/( l т ur)

интегралы I, II и III рода; k - модулъ

КоМплексных корня (ur,4= из,ц* iw),

в резулътате преобразова ния, для случая, когд
следующее выражение для переменной действия

(

I^ = !l t h +0.5(A-I - c-'lttr]K(fr) - Ааl^к( k) +L 
п[

_Ab|rx' _ 0.5 ч2/(| + п))К(/с) - 
[-

О.5ч2 п )+|ult;*п)(k' + n) )

-("u(\- :f- *) + zl,v)псп, -'] 
} 

- *Ь,о,,",к(t) + (v, - }",)п(и,, к)]

k = [(uз - uц)(цz- ur)l(u, - ur)l(u2- u)7r'2

uz*ut\-fuz-\u')cosy
U= (1+ýl-(1-q)."ry

(2.7)q = cos 0, /cos 0r' tg 01 = (ul - ur)lw , tg}z = fuz - щ)/w
получим следующее выражение для переменной действия:

I2 = }r, h +0.5(A-l - c-'lЁJK(,t) - Aa[?vK(k) +v( 1 + п)П(п,fr)] -

- *! o.sa,li",K(/c) + v,( l + п,)п(п,, k)f
j= l

/с = [0.5(1 -C/8)l'o, п = (€-tlrtl+Ц1, 11 = 41Jj66
С = (ut-uзц)(uz-urо1+w2, О = [(иr -uзо)r*rr1"'71ur-uзо)r*rr]r'' 

(2'8)

( = [(иr - чrц)2 * 

"1-'''11ur- 
uзо)' * rrJ''', }. = (иlý - u)l(Е,- 1)

v = 2|(чr_ur1/1\2-11, fl|,2 = (6-1t ur+\ur12l14ý(l+и1 аur+urur)]
?Lt,z = (q- 1)/(е -l* uz+€u,), V1,2 = (1+ý)/(1 +\+ur+\ur)-Хr,,

- АЬ[Л'- ч2( l + п))к(fr)
L

-rл' п(п,-l 
}
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Следует заметить, что интегралы (2.6) и (2.8) были вычислены ранее в [б] с точнос-
тью до постоянной величины.

Таким образом, в общем цространственном случае дви>кения твердого тела под дей-
ствием бигармонического момента переменные действия 1, и 1, совпадают с перемен-
ными Эйлера руи р,9, а переменная действия 1, зависит от пяти полных эллиптических
интегралов.

Определим функцию Гамильтона в переменных действие - угол. Переменная 1, яв-
ляется функцией постоянной энергии h. Щля однозначного разрешения уравнения для
переменной 1, относительно постоянной энергии й необходимо, чтобы выполЕялось
усJIовие \IrlOh+0.

Учитывая (2.3), получим

*=*[ *"j Prd")=
Последние два сJIагаемых равны цулю, поскольк! u2, и1 корни уравнения/(и) = 0, следо-
вательно

а1" ,"i А
=: - -'l-.Дdцdh П|,Jf{u)

и после преобразования

dI,
ah *',о, (2.9)

(2.1 1)

(2.|2)

2|

Щля случая различЕых корней u1 и u2; uз и u4 эта производная строго полоr<ительна,
значит уравнения (2.6) п (2.8) относительно й однозначно разрешимы.

Следовательно, функция Гамильтона является функцией переменных действия
Н = Н(Iч Ir, Ig) и для нее все обобщенные координаты wl (i = |,2, з) - циклические.
Уравнения Гамильтона для канонических переменных действие - угол имеют вид

! =! = r,, * = -Р =о (,=],2,з)dt dI, '' dt dw,

ОТСЮДа, ОчевиДнО, что 1, = consti, и поскольку частоты о; = 61i(4) являются постоянны-
ми величинами, то для угловых переменных имеем

wi = (r),/*wrо (2. 10)

Определим частоты двиr<ения твердого тела под действием бигармонического мо-
мента. Частота движения по второй координате, учитывая (2.9), определяется следую-
щим образом:

если все корни полинома/(и) действительные:

аНлпО2=й=Р/(/.)

в= -0.5 b(ut - uз)(uz- uц)
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есJIи два действительных и два комплексных:

ан лп_ (2.t3)az = й= РтЕв)

р = J-266 Q,l4)
Определим частоту движения по первой координате ro1. Щля этого перепишем (2.3)

в виде

G(I1, Iз, h) - I2 = 0
uz ,r= (2.15)

с(I|,Iз,п = -t_iffo"
ц|

Щифференцируя (2.15) по /l, имеем

ah 
= -ЩtЩ (2.16)

э1, dI . dh

Здесь
u2

0G 
= _l l 'ru-', = nu Q.|'7)Е/, nJ,,П-{"){| - ur)

Преобразуя вырiDкение (2.17), учитыв:Lя соотношения (2.9) п(2.|6), полrшм, в слу-

чае, если все корни полинома/(и) действительные

ан|2,, =ffi =#б|а,*rlХ,к(k)+(ч,-}",)П(п,,ft)] (2,18)

i= I

если имеют место два действительных и два мнимых корня, тогда

ан|2., = ffi = #б |a,*rlx,K(k) + v,(1 + п,)П(п;, k)J 
(2.|g)

i= 1

dз,ц=0.5(1,+/r)

Аналогично определим частоту по третьей координате

ан аG.аGсоз=ц=-*'п

ас _ _t"iIз_ tr(дtс)+ t,u_ trou

0/з nl, Jrar| _ u')

в результате, если все корни полинома/(и) действительные, то

аН Iз Iз 2

со, = й = --;-й,.},(-1)'d,*2[l,к(ft)+(ч,-}.,)П(п,,/с)] (2-20)

если два корця действительных и два комплексных, тогда

аН IзIз 2

оl, = й = i-;-Й,,},1-1;'d,*r[l;к(/<)+ч,(1+п;)П(п;,ft)] 
(2.21)
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Заметим, что коэффициенты /с, l,,, v,, rxj, входящие в вырilкения (2,18)-(2.2l) опре-
деляются по формулам (2.6) или (2.8) в зависимости от типа корней полиномаf(и).

3. Частпые случап лвпжеппя твердого тела пол действшем бпгармоrrшческого мо-
MelITд. Невозмущенное движение твердого тела под действием бигармопического
момента в переменных Эйлера, как системы с одной степенью свободы с гамильто-
нианом (2.1), в зависимости от начальных условий и зна.rений величин а, Ь, Ir, IrMo-
жет происхолить в одной из областей фазовых портретов, tIоказанных на фиг. l-З
для плоского движения и на фиг. 4 для пространственного движения. Щля каждой из
этих областей можно определить корни полиномаflи) = 0 через коэффициенты а, Ь,
Ir, Irп начальные условия (й) и упростить в ряде случаев формулы для переменных
действие - угол. Рассмотрим эти частные случаи движения тела, соответствующI{е
различным областям фазового портрета системы.

ПРИ ПЛОСКОМ дВижении (Il= Iз = 0, Фt - Фз = 0), зависимости от соотношения вели-
чин а и D, имеют место три характерных вида фазовых портретов.

(1) lbl < 0.5|а|. Фазовый портрет аналогичен фазовому портрету математического
маятника идля случаяа <0 изображен на фиг. l (приа > 0 фазовая картина сдвинута
по оси 0 на величину т).

Прu h > A(lcl + D) реализуется враIцательное движение тела. В этом случае, при
Ь < 0, h < Да'l(4Ь), полином/(и) имеет два действительных и два комплексно-сопря-
женных корня:

ut,z = *|, цз,4 = uзц* iw

чзц = _o.Salb, w = I- Q.Salb)z - h/(ДЦJ||z

Выражение для переменной действия I2 (2.8) при этом упрощается:

I2 = |tпкrk) - Al"l(1 + |lп)'''гк(k) - п(lz, ft)] -

-ДЬ|К(k) + (E(k) - ( l + п)П( п, k))/( k2 +n)] }

k = t0.5 -(h+ДЬ)/(.r)]1/2, п = (s- c)2/(4sc), ц = 4LДl(сs)]'''

c,s = t2(h+Да-ДЬ)]'''
При Ь < О, h = Аа2К4Ь) (все корни полинома действительные, два корня равны между

собой, модуль эллиптических ицтегралов ft = 0) имеем tr= 11аУ ifj-6 .

При D <О,[Даz/(4Ь)]>h> tA(lcl + Ь)]иЬ>О,h>А(lаl+ Ь) корнидействительные:

ц|,2 = +1, Ltз,4 = - (0.5 а/Ь) т sign(b)t(0.5 а/Ь)' * hl(ДЬ)1'''

(з.1)

(з.2)

Переменная 1, в этом случае вычисляется по формуле (2.6) с учетом равенств (3.2)
и того, что коэффициенты dt= dz = 0, поскольку 1, = 1, = Q.

Границе перехода вращения в колебания соответствует условие h = Д(lаl + Ь).
В этом случае все корни полинома/(и) действительные, два корня равны мех(ду со-
бой и, поскольку при этом под знаком радикала в выраженил (2.З) остается полином
второй степени, то интеграл, взятый вдоль сепаратрисы, выраr<ается через элемен-
тарные функции

(3.3)

(3.4)

2з



В.С. Асланов, И.А. Тшмбай

Фиг. 1 Фиг. 2

Фиг. 3 Фиг. 4

Колебательному движению относительно 0 = 0 (при с < 0) или 0 = п (при с > 0) со-
ответствует условие tA(-lcl + Ь)] < h<IД(|а| + Ь)]. В этой области двиr<ения перемен-
ная 1, вычисляется по формуле (2.6), а корни определяются следующим образом:

иt, з = *l, цz,4 = - Q.5аlЬ)+ sign(b)[(0 .5alb)Z + hl(Ab)]llz при а <О

ur,o = +|, цl,з = -(0.5alb)t sign(b)I(0 .5alb)z + hl(ДЬ)Jl|z при q>О

(2) lbl > 0.5lcl, Ь < 0. На фазовом портрете появляются дополнитеJIьцые особые
точки типа седло, соответствующие значеЕиям угла нутации 0g = tаrссоs(-О.5аlЬ) +

+ 2пп (п = 0, tl, 12, ...), и имеют место три области движения: вращательная А. и две
колебательные А, и А2 (фиг. 2).

Прп h < Да/l(4Ь) реализуется вращательное движецие тела, которому соответст-
вуют два действительных и два комплексно-сопря)<енных корня полинома:

ur,, = *7, uз,4 = uзц* iw

uзц = _0.5alb, w = l,_ Q.5alb)2 -hl(ДЦ]|l2
Переменная 1, в этом случае определяется по формуле (З.l).

Границе перехода ме)<ду областями фазовой плоскости соответствует условие й =
= да2|(-цЬ). На границе перехода интеграл, взятый вдоль сепаратрис, имеет вид

(3.5)

1л
I2 = Э J-zbIsin0* + (0.5 п _0*)cos0*]

п (3.6)

0* = ?гссоs(-0.5аlЬ)

Колебательному движению в области А, относительно точки 0 = 0 соответствует
усдовие [Д(а + Ь)] < h < [Да2lе4D], а колебаниям в области А2 относительно тоtIки
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0 = ?т соответствует условие [А(--с + Ь)] < h < |ла2к4Ь)j. В этих колебательных обла-
стях движения переменная 12 вычисляется по формуле (2.6), При этом корни опреде-
ляются следующим образом:

при колебаниях в областиА, относительно точки 0 = 0:

ut = |, ц2 = -0.5alb+|(0.5alb)2 +hl(дЬ)]l|z

из = mах[- |, -0.5alb -|(о.5а/Ь)2 + ы(дь)]lzJ

ис = min[-1 ,-о.5аlЬ-IФ.5аlЬ)2 +пtllь11|l21

при колебаниях в области А2 относительно точки 0 = п:

и| = -0.5alb- IQ.Salb)2 +hl(дЬ)]ll2, и2 = -|

из = mах[ l, - 0.5alb + |(0.5alb)2 + пtl,ч,ь11l|21

и+ = minI l, - 0.5alb + [(0.5al Ь)2 + ыl,чь11l|21

(3) Ь > 0.5|а|, Ь > 0. Фазовый портрет для сJIучiш с < 0 изображен на фиг. 3 (при с > 0

фазовая картина сдвинута по оси 0 на величину п). Здесь особым точкам типа центр
соответствуют значения угла нутации 0 = *arccos( -0.5alb) +2пп(п = 0, *1, +2, ...), а в
точках 0 = пп (п = 0, +l,!2,...) имеет место седло. На фазовом портрете располага-
ются четыре характерные области движения: вращательная и три колебательные.

При h > A(lcl + Ь) реализуется вращательное двиr<ение тела. Переменная 1, опре-
деляется выражеuием (2.6). При этом корни полинома/(и) определяются llо форму-
лам (3.2).

Границе перехода вращения в колебания относительно неустойчивого полох<ения

равновесия 0 = 0 (при с < 0) или 0 = п (при а > 0) соответствует условие h=A(lal+ Ь).
Интеграл, взятый вдоль сепаратрис, в этом случае оцределяется выражением (3.3).

При [А(-|а| + Ь)] < h < |Д(|а| + Ь)] тело соверцIает колебания относительно неустойчи-
вогополоr<енияравновесия0=0(прис<O)илиO=п(при4>0).Переменнаядействия
определяется вырtDкением (2.б). При этом корни определяются по формулам (3.5).

Границе перехода из колебательной области А, в одну из двух колебательных об-
ластей Д, илu А, соответствует условие h = Д(-|а| + Ь). Интеграл, взятый вдоль сепа-
ратрисы, имеет вид

I, = Ч "/-rur"t| - "- - Ll*Ln(( | + л[ь ьц)l J;;)1рп (з.7)

u* = |0.5alb|

Колебаниям относительно устойчивых положений равновесия 0 = *аrссоs(-О._5а/Ь)

соответствует условие tA(-lal + Ь)] < h < |Да2|(4Ь)]. Переменная действия определя-
ется выражением (2.6). При этом корни определяются по следующим формулам:

) |/z
и1,2 = -Q.5а/Ь)+|(0.5аlЬ)' + hl(Ab)], u1,4 = l|
В случае простраIrствецного двих<ения тела с бигармонической моментной характе-

ристикой наличие гироскопического члена в вырФкении для интегрztJIа энергии (2.1) ис-
ключает возможIIость вращательного двшкения. В зависимости от типа корней поли-
нома (2.4) переменная действия вычисляется по формулам (2.6) или (2.8). Вторая гар-
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моника в бигармонической моментной характеристике обуславливает возможность
появления на фазовом портрете особой точки типа седло. В этом случае имеют место
три колебательные области (фиг. 4). Качествецный анализ уравнениrI (2.1) показыва-
ет, что есJIи внутри интервала для угла нутации (0, п) седловая точка отсутствует в
ПЛОСКОМ СлУчае (1r = /з = 0), то она отсутствует и в сJIучае пространственных колеба_
нийнезависимоотвеличин IrпIз. Сдругойстороны,еслипри Il=Iз- 0седловаяточ-
ка имеет место (случай |Ь| > 0.5|а|, Ь < 0), то обеспечить ее отсутствие можно только
выбором достаточно больших по модулю I, tl \. В случае, когда седловая точка имеет
место, при движении во внеIцней об"цасти Аз (фиг. 4) переменная 1, определяется по
формуле (2.8) (два корня полинома/(и) действительцые, два комплекспо-сопрrDкен-
ных). При движении в одной из внутренних колебательных областях А, или А, пере-
менная действия определяется по формуле (2.б) (все корни действительные).

Границе перехода из внешней колебательной области в одну из внутренних коле-
бательных областей соответствует момент перехода комплексно-сопряженных кор-
Heil u^,о= uзц! iw в действительные Uз,4= цз4= ll* = cosO,g, w = 0. В ЭТоМ слУчае поли-
ном (2.4) имеет вид

f (ч) = 2l2Ьlu - u)(ч - u)(u - u*)2

и интеграл (2.З) вычисляется через элементарцые функции

3

,i 
с, arcsin S,l

с1 = ut*l.,t2+2u*, с2,,з = (lТu*)
El = (ul + u2-2u*)/luz- ull

(3.8)

(4. 1)

(4.2)

бz,з = [(иzт 1)(и* -u)+ (и, + i)(и* - u)ll|(u2-и,)(и* + 1)|

4. Связь кашошическпх перемешЕых действше - угол с перемеппымш Эйлера. Чтобы
найти выршr<ение канонических переменных действие - угол через углы Эйлера ry, 0, 9,
построим производящую функцию l4(v, 0, 9, Ip 12, /) канонического преобразования.
Функция Гамильтона 11 определяется формулой (2.1), в которую входит только одна
нецикJIическая координата 0. Поэтому производяIrцую функцию I4lможно искать в ви-

де [l2]

W = У(0, I у Iз, h(I 1, 12, /з)) + /rч, + 1з9

Здесь фу""ция V вычисляется по форIuуле
0u

V= j podl= _IP*
|-u'O,r.in l| 

t

Угловые перемепные w, определяются по прilвипам канонического преобразования [12]:

wi = awlal, (i = |,2,3) (4.з)

Найдем выражение для угловой переменпой илr:

aI4/ ау аV ahw2= Tz = й = тБй
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Вычисляя частную производную от У (4.2) по переменной й, преобразуя полученное
выр:Dкение к эллиптическому интегр€лJIу первого рода и учитывая равенс"тво (2.9), по-
лучим

если все корни полинома f(u) действительные:

F( k\
|V2 = п- 

"йб

если два корня действительные и два комплексных:

W2 = 
"={!{=)-)K(k)

(4.4)

(4.5)

(4.б)

где F(ъ ft) - неполный эллиптический интеграл первого рода.
Определим угловую переменную t l:

aW ау avahлчr=ц=v+й*аrЦ

Вычисляя частцые производные от У (4.2) по переменным I, п h, преобразуя полу-
ченные выражения к эллиптическим интегралам первого и третьего рода, учитывая
равенства (2.18), (2.19) получим:

если корни полиномаl(и) действительные:

wL = \и + *zd,*z(v; - },,)tП (^у, п;, k) -П(п;,fr)r(fr)//((fr)]
f = 1

если два действителъных и два комплексных:

2

wL = ч, + * > d,*zv;t(l + п)[П(пi,ft)r( Ц/К(k) - Il (у, пi,ft)] + В,}

(4.])

F(Y,fr)= I#
0л/t -ft sln у

R.= ч

/t ь? -l)(l -k2 +ъ2ъ!1

. 1+qTuzTut\
u1,2 

"ч- l !uzTul\

siny
агсtg

Y

J
ф

(4.8)

2]

П(y, пi, k) -
*t, *пrsiп2y)fi;.Ъйi

где П(ъ пi, k) - неполный эллиптический интеграл третьего рода.
Определим угловую перемснную }4lJ:

0tу Dу ауай
W1 = аБ = 9+ыц*ыrц

-k2 +k2b2,
,, ,)

aL_k Sln
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Вычисляя частные производные от У (4.2) по переменным /. и й, преобразуя полу-
ченные выражения к эллиптическим интегралам первого и третьего рода, учитывая
равенства (2.20), (2.21) получим:

если корни полинома/(и) действительные:
z

wз = 9-*>1-1;'d,*rlч,-ll)[П(y, прk)-П(п,,Ё)F(t)lК(k)1 (4.9)

i= l

если два действительных и два комплексных:

2

wз = 9-*>(-l)'d,*rv,1(l +r,)[П(л i,k)F(k)lК(k)-П(т, п,,k)]+ В,} (4.10)

i= l

Получим выражения углов Эйлера как функции времени. Обращая эллиптичес-
кий интеграл Л(ft) (а.6), учитывая (4.4) и (4.5), получим

если все корни полиноNIа f(u) действительные:

Г Wэ l
Y = aml K(k) -:K(k), ft 

l,Lп]
если два действительных и два комплексных:

г2w. -l

у = aml 
=K(k), 

ft 
l' Lп ]

Учитывая выражеция для угловой переменной w2 (2.1O), для частотьl, а2 (2.1l) или
(2,1З), полагая wto = 0, формулы (4.1l) и (4.2) мох<но записать в ввиде соответственно

у = am[K(k)-pt,k)

y = am[Ft,, k7

где Р определяется в зависимости от типа корней полинома/(и) по формулам (2.12)
или (2.14).

На основании формул (2.5) л (2.7), учитывая (41З.) п (4.|4) запишем решение для
угла нутации. Если корЕи полинома/(и) действительные, то

cos0 =
uz(ut - uз) - uз(ul - u2)sп2tК( k) - Ft, k]

(4.15)
(ut - uз) - (ul - u2)sпztК( k) - Ft, t )

или после преобразова ний

cos0 = uз*
Иt - Из

(4.1б)
l + t (ul - uz)l(u2- uз)}sп2[ К&) - В t, k7

Если имеют место два действительных и два комплексных корня, то

uz * ut\ - (uz- t ur )cnIFr, ft]
(4.|7)cos0 =vvvv 

(1 +El_(1-E).n[Pr,k]

(4. 1 1)

(4.|2)

(4. l з)

(4.14)

(4. 18)



Механuка mверdоzо mела, М ] ,2003

Подставляя F(ft) из соотношениft (4.4) и (а.5) в (4.7)-(а.10), учитывая вырilкения для
угловых переменных (2.10), для частот (2.11), (2.13), (2.18)-(2,2l), полагая, что }9,g = Q,

получим выражеЕия для угла прецессии и угла собственного вращения:
если корни полилломаl(и) действительные:

(4.19)

П(y, п i, k) } (4.20)

(4.2т)

fr) - в,} (4.22)

Заметим, что коэффициенты k,}ъ,,ч,, /l,, 1'l, входящие в выражения (4.4)-(4.22) ол-
редедяются по формулам (2.6) или (2.8) в зависимости от типа корней полинома/(и).

Выведенные формулы для углов Эйлера (4.15)-(4,22) совпадают с аналитически-
ми выраr<ениями [5], полученцыми прямым взятием квадратур из выраr<ений, полу-
ченных из первых интегралов системы.

Таким образом, дви)кение твердого тела под действием бигармонического нутацион-
ного момента описано в каноцических цеременных действие - угол, которые выраже-
ны через полные эллиптические интегралы. Рассмотрены так)<е все возможные част-
ные случаи движения, соответствующие различным областям фазового портрета сис-
темы. Установлена связь канонических переменных действие - угол с переменными
Эйлера.

Работа выполнена при поддер)<ке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний (проект 99-01-00477).
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